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単純回帰モデル

Yi = a+ bXi + ui

の回帰係数 (パラメータともいう)の推定値を最小 2乗法によって求めることは、実績値 (Yi)から予測値 (Ŷi)を引

いた残差 ei の 2乗和を最小にするような â, b̂ を求めることである。

予測値は

Ŷi = â+ b̂Xi

となるので、残差の 2乗和 (これを G とあらわす)は、

G = (Y1 − â− b̂X1)
2 + (Y2 − â− b̂X2)

2 + · · ·+ (Yn − â− b̂Xn)
2

となる。

平方完成による導出

カッコの中を次のように変形する。

Y1 − â− b̂X1 = (Y1 − Ȳ )− b̂(X1 − X̄) + (Ȳ − b̂X̄ − â)

= y1 − b̂x1 + (Ȳ − b̂X̄ − â)

すると、Gは

G = {(y1 − b̂x1) + (Ȳ − b̂X̄ − â)}2 + · · ·+ {(yn − b̂xn) + (Ȳ − b̂X̄ − â)}2

= {(y1 − b̂x1)
2 + 2(y1 − b̂x1)(Ȳ − b̂X̄ − â) + (Ȳ − b̂X̄ − â)2}

+ · · ·+ {(yn − b̂xn)
2 + 2(yn − b̂xn)(Ȳ − b̂X̄ − â) + (Ȳ − b̂X̄ − â)2}

= (y1 − b̂x1)
2 + · · ·+ (yn − b̂xn)

2

+2(y1 − b̂x1)(Ȳ − b̂X̄ − â) + · · ·+ 2(yn − b̂xn)(Ȳ − b̂X̄ − â)

+(Ȳ − b̂X̄ − â)2 + · · ·+ (Ȳ − b̂X̄ − â)2

= (y1 − b̂x1)
2 + · · ·+ (yn − b̂xn)

2

+(Ȳ − b̂X̄ − â){2(y1 − b̂x1) + · · ·+ 2(yn − b̂xn)}

+n(Ȳ − b̂X̄ − â)2

となる。ここで、

(Ȳ − b̂X̄ − â){2(y1 − b̂x1) + · · ·+ 2(yn − b̂xn)} = 2(Ȳ − b̂X̄ − â)(y1 + · · ·+ yn)

−2b̂(Ȳ − b̂X̄ − â)(x1 + · · ·+ xn)

1



は、(y1 + · · ·+ yn) = 0, (x1 + · · ·+ xn) = 0 より 0となるので、

G = (y1 − b̂x1)
2 + · · ·+ (yn − b̂xn)

2 + n(Ȳ − b̂X̄ − â)2 (1)

となる。Gを最小にするような â を考えると、

â = Ȳ − b̂X̄

となる。このとき、(1)式の最後の項は 0となるので、G を最小にする b̂ を求めるには、

(y1 − b̂x1)
2 + · · ·+ (yn − b̂xn)

2 (2)

を最小にする b̂ を求めれば良い。この式は b̂ の 2次式と見ることができ、平方完成によって最小値をとる b̂ が求め

られる。

ax2 + bx+ c を最小にする x を求めるとき、 a(x− b
2a )

2 + · · · という変形によって x = b
2a のとき最小値をとる

ことがわかる。これが平方完成である。(2)式を変形すると

(y1 − b̂x1)
2 + · · ·+ (yn − b̂xn)

2 = (y21 − 2b̂x1y1 + b̂2x2
1) + · · ·+ (y2n − 2b̂xnyn + b̂2x2

n)

= (x2
1 + · · ·+ x2

n)b̂
2 − 2(x1y1 + · · ·+ xnyn)b̂+ (y21 + · · ·+ y2n)

= (x2
1 + · · ·+ x2

n){b̂−
(x1y1 + · · ·+ xnyn)

(x2
1 + · · ·+ x2

n)
}2 + · · ·

よって、求める b̂ は

b̂ =
(x1y1 + · · ·+ xnyn)

(x2
1 + · · ·+ x2

n)
=

Sxy

S2
x

となる。

偏微分による導出

偏微分は高校で学んだ微分を 2変数以上の場合に拡張したものであり、微分する変数以外の変数はすべて定数と

みなしたものである。微分は曲線のある点における傾きを表すものであるから、

微分が 0に等しい = 傾きが 0 = 最小値

となる。よって、偏微分したものが 0に等しいような â, b̂ が、求める推定値である。

残差平方和 G は

G = (Y1 − â− b̂X1)
2 + · · ·+ (Yn − â− b̂Xn)

2

となるので、â で偏微分すると

∂G

∂â
= −2(Y1 − â− b̂X1)− · · · − 2(Yn − â− b̂Xn)

= −2{(Y1 − â− b̂X1) + · · ·+ (Yn − â− b̂Xn)} (3)

また G を b̂ で偏微分すると

∂G

∂b̂
= −2X1(Y1 − â− b̂X1)− · · · − 2Xn(Yn − â− b̂Xn)

= −2{X1(Y1 − â− b̂X1) + · · ·+Xn(Yn − â− b̂Xn)} (4)

(3) 式の {} 内を = 0 とし、 â の項と Xi の項を右辺に移行すると、

Y1 + · · ·+ Yn = nâ+ b̂(X1 + · · ·+Xn) (5)

(4) 式の {} 内を = 0 とし、展開した Xi の項と X2
i の項を右辺に移行すると、

X1Y1 + · · ·+XnYn = â(X1 + · · ·+Xn) + b̂(X2
1 + · · ·+X2

n) (6)
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(5) 式に (X1 + · · ·+Xn) をかけたものと、(6) 式を n 倍したものを比べると、

(X1 + · · ·+Xn)(Y1 + · · ·+ Yn) = nâ(X1 + · · ·+Xn) + b̂(X1 + · · ·+Xn)
2 (7)

n(X1Y1 + · · ·+XnYn) = nâ(X1 + · · ·+Xn) + nb̂(X2
1 + · · ·+X2

n) (8)

(7) 式から (8) 式を引くと

(X1 + · · ·+Xn)(Y1 + · · ·+ Yn)− n(X1Y1 + · · ·+XnYn) = b̂{(X1 + · · ·+Xn)
2 − n(X2

1 + · · ·+X2
n)}

となる。よって b̂ は

b̂ =
(X1 + · · ·+Xn)(Y1 + · · ·+ Yn)− n(X1Y1 + · · ·+XnYn)

(X1 + · · ·+Xn)2 − n(X2
1 + · · ·+X2

n)

=
− 1

n (X1 + · · ·+Xn)(Y1 + · · ·+ Yn) + (X1Y1 + · · ·+XnYn)

− 1
n (X1 + · · ·+Xn)2 + (X2

1 + · · ·+X2
n)

となる。ところで、

X̄ =
1

n
(X1 + · · ·+Xn)

Ȳ =
1

n
(Y1 + · · ·+ Yn)

を (9)式に代入すると、

b̂ =
−nX̄Ȳ + (X1Y1 + · · ·+XnYn)

−nX̄2 + (X2
1 + · · ·+X2

n)

よって b̂ の最小 2乗パラメータ推定値は

b̂ =
Sxy

S2
x

となる。また â の最小 2乗パラメータ推定値は (5) 式を â についてとくと

â =
1

n
(Y1 + · · ·+ Yn)− b̂

1

n
(X1 + · · ·+Xn)

= Ȳ − b̂X̄

となる。これが â の最小 2乗パラメータ推定値である。
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